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ВВЕДЕНИЕ 

           При любой точности измерений полученные результаты содержат в се-

бе ошибки, вызванные изменяющимися условиями, в которых производились 

эти измерения.  Необходимую точность можно обеспечить выбором методики 

измерений с учетом комплекса всех условий. Но при этом возникают задачи 

получения наиболее надежных окончательных результатов с достаточной сте-

пенью точности. 

        В общем виде решаемые задачи формулируются следующим образом: 

        1) нахождение наиболее надежного значения из всех результатов много-

кратных измерений одной величины; 

2) оценка точности, как самих измерений, так и функций от измеренных 

значений; 

3) изучение методов уравнивания измеренных величин    

5) алгоритмическое обеспечение математической обработки результатов 

геодезических измерений. 

         У геодезиста возникает необходимость разработки такой методики вы-

полнения работ, при которой ошибки не превышали бы установленных допус-

ков. Поскольку истинные значения измеряемых величин неизвестны, однако, 

вводя в результаты измерений соответствующие поправки, можно прибли-

зиться к достоверным значениям с той или иной точностью. В практической 

деятельности перед геодезистом возникают следующие задачи: 

         1) установление необходимой и достаточной точности измерений; 

         2) определение методов и средств, необходимых для получения установ-

ленной точности; 

3) выбор методики уравнивания результатов измерений для получения 

наилучших результатов; 

5) определение качества и точности выполненных измерений и получен-

ных после обработки величин. 
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1. ОШИБКИ ИЗМЕРЕНИЙ И МЕРЫ ТОЧНОСТИ 

1.1. Общие сведения об измерениях 

Под измерением следует понимать определение численного значения 

физической величины с помощью специальных технических средств, или это 

есть процесс сравнения какой-либо величины с другой ей однородной величи-

ной, принятой за единицу. Измеряемая величина и единица измерения не со-

измеримы друг с другом, что приводит к возникновению ошибок. 

В процессе измерения участвуют следующие элементы: объект измере-

ния; наблюдатель; инструмент; внешняя cреда. Все это образует условия изме-

рения, которые и являются источниками возникновения ошибок. 

Любое измерение, как бы оно тщательно не выполнялось, сопровожда-

ется ошибкой, численно равной разности между результатом измерения и ис-

тинным значением измеряемой величины. Это значение можно назвать истин-

ной ошибкой измерения 

                                                     i ix X  ,                                                 (1.1) 

гдe   xi  - результаты измерения; 

        X - истинное значение измеряемой величины. 

 Значения большинства величин получают как в результате непосред-

ственных измерений, так и с помощью вычислений, т.е. прямым и косвенным 

способами. 

Объектами измерений могут быть как однородные, так и неоднородные 

величины. Например, в триангуляции измеряются однородные величины (уг-

лы), а в полигонометрии - неоднородные (углы и длины линий). Вместе с тем 

основные определяемые величины - координаты пунктов - в том и другом слу-

чае являются однородными. 

Различают необходимые и избыточные измеренные величины. Необхо-

димыми являются измеренные величины, достаточные для однозначного 

определения значений искомых величин. Измерения, выполненные сверх не-
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обходимых, будут избыточными. Они играют в теории ошибок важную роль, 

так как позволяют: 

 - контролировать качество выполненных работ, выявляя результаты с гру-

быми ошибками; 

 - оценить точность выполненных измерений; 

 - определять наиболее надежные значения измеряемых величин; 

 - производить уравнивание геодезических построений. 

По отношению к точности результаты измерений можно подразделить 

на равноточные и неравноточные. Равноточными являются такие измерения, 

которые выполняются 

а) одним и тем же инструментом или разными инструментами, но с оди-

наковой точностью; 

б) одними и теми же методами или способами; 

в) в одних и тех же условиях. 

Если какое-либо из перечисленных пунктов не соблюдается, то измере-

ния относятся к неравноточным. 

Особым качеством результатов измерений является их взаимная незави-

симость. Наиболее полная независимость достигается в том случае, если изме-

рения произведены в различных условиях. В своей же массе большинство ре-

зультатов измерений можно отнести к зависимым. Однако практика геодези-

ческих работ позволяет пренебречь в пределах точности измерений возника-

ющими в этом случае зависимостями. 

1.2. Виды ошибок измерений 

Причинами возникновения ошибок в результате измерений являются: 

1) изменение величины или состояния объекта в процессе измерения; 

          2) личные ошибки наблюдателя; 

3) инструментальные ошибки измерений; 

 4) влияние внешней cреды. 
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Возникшие при этом ошибки можно подразделить на три вида:  грубые, 

систематические  и  случайные. 

К грубым ошибкам относятся промахи, просчеты при измерениях, а 

также ошибки, превосходящие допустимые значения. Грубые ошибки выяв-

ляются повторными измерениями и исключаются из результатов. Следова-

тельно, задача сводится к организации контроля наблюдений. 

Если среднее арифметическое из ошибок равноточных измерений стре-

мится к некоторому пределу, отличному от нуля, при увеличении числа изме-

рений до бесконечности, то такие ошибки называются систематическими. К 

систематическим ошибкам относятся составляющие общей ошибки измере-

ний, которые постоянны или закономерно изменяются при повторных измере-

ниях одной и той же величины. Систематические ошибки по характеру дей-

ствия классифицируют: на сохраняющие знак и величину; меняющиеся по ве-

личине, но сохраняющие знак  (одностороннее действующие); изменяющиеся 

по какому-либо функциональному закону. Анализ причин возникновения си-

стематических ошибок позволяет частично или полностью исключить их из 

результатов измерений. Величина систематических ошибок зависит от мето-

дики измерений. 

Если среднее арифметическое из ошибок равноточных измерений одной 

и той же величины стремится к нулю при увеличении числа измерений до бес-

конечности, то такие ошибки называются случайными. Случайная ошибка яв-

ляется той частью общей ошибки, которая меняется при повторных измерени-

ях одной и той же величины. Случайные ошибки по величине чаще всего 

больше систематических, но из-за взаимных компенсаций их влияние на окон-

чательный результат может быть слабее. 

1.3. Свойства случайных ошибок 

 Случайные ошибки измерений подчиняются нормальному закону рас-

пределения с плотностью 
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                                                  ,
2

1
)( 2

2

2




t

et                                      (1.2) 

где t - текущее значение случайной ошибки измерений; 

 - среднее квадратическое отклонение (стандарт) генеральной совокупно-

сти этих ошибок. 

Из анализа функции (1.2) имеем: 

1) функция достигает максимальных значений при  t  = 0; 

2) функция четная, т.е. f(t) = f(-t); отсюда следует, что кривая симмет-

рична относительно значения  t  = 0; 

3) математическое ожидание случайных ошибок измерений определится 

согласно 

                                              M t te dt

t

( ) ; 



1

2
0

2

22

 
                             (1.3)                   

4) дисперсия случайных ошибок  измерений запишется в виде 

                             D t t e dt

t

( ) . 







1

2

2 2 2

2

2

 
                                (1.4) 

Отсюда среднее квадратическое отклонение  

                                              D t( ).                                                              (1.5)   

Равенство (1.2) носит название уравнения кривой Гаусса. Свойства ее 

совпадают с кривой нормального распределения  (рис.1). Отсюда получим 

следующие свойства случайных ошибок измерений. 

1. При данных условиях измерений случайные ошибки не могут пре-

взойти по абсолютной величине определенного предела, т.е.  

                                               = пр=  3 .                                                  (1.6)   

2. Малые по абсолютной величине ошибки встречаются чаще, чем 

большие. 
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3. Положительные ошибки появляются так же часто, как и равные им по 

абсолютной величине отрицательные ошибки,  т.е.  

                                        p (    p (                                     (1.7) 

 

 

Рис. 1. График плотности нормального распределения 

  4. Среднее арифметическое из случайных ошибок измерений одной и 

той же величины стремится к нулю при неограниченном возрастании числа 

измерений, т.е. 

                                                        
 

.0lim 


 nn
                                              (1.8) 

Если 
 

lim ,
n n




0  то в этом случае систематическое влияние полностью 

не исключено. 

1.4. Критерии точности результатов измерений 

Для оценки точности отдельного измерения некоторой величины необ-

ходимо определить возможные отклонения результатов измерения этой вели-

чины от ее истинного значения. Суждение о точности выполненных измере-

ний можно получить по степени различия результатов измерений в ряду: чем 
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больше разбросаны результаты в ряду, тем сильнее рассеивание (дисперсия) 

ряда, тем менее точны измерения. 

В качестве меры точности Гаусс предложил принять среднее квадрати-

ческое отклонение или среднюю квадратическую ошибку согласно равенству 

(1.5) 

                                                                  
 

m
n




.                                                        (1.9) 

Вся теория математической обработки результатов измерений построена 

на использовании средней квадратической ошибки, которая обладает рядом 

преимуществ: 

1) при вычислении нет необходимости учитывать знак величины i  от-

дельных ошибок; 

2) большие по абсолютному значению величины  i  после возведения в 

степень увеличивают ее численные значения, создавая своего рода запас 

«прочности»; 

3) значение средней квадратической ошибки m получается со знаком 

«», что соответствует природе случайных ошибок. 

Отличием средней квадратической ошибки m от стандарта   является 

то, что средняя квадратическая ошибка - величина эмпирическая, вычисляемая 

из ограниченного числа измерений, а стандарт - величина постоянная, харак-

теризующая бесконечную совокупность данного вида измерений. Она являет-

ся величиной теоретической. При n     , m    .  

Так как  всегда остается неизвестным, то приходится пользоваться его 

«оценкой» m, т.е.  m  , которое в свою очередь определяется с ошибкой  mm                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

                                                   m
m

n
m 

2
.                                            (1.10) 

По величине средней квадратической ошибки, определяющей условия 

измерения, можно установить предельную ошибку 
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                                                  п k mр .                                             (1.11) 

Ошибки, большие предельной, считаются грубыми. Из предыдущего па-

раграфа было установлено: P(< ) = 0,6827; P( ) = 0,9545; P(< 

) = 0,9876; P( ) = 0,9973, т.е. случайная ошибка измерения может 

превосходить среднюю квадратическую ошибку (m) в 32 случаях из 100, удво-

енную (2m)  в 5 случаях из 100, утроенную (3m)  в 3 случаях из 1000. Следо-

вательно, согласно правила «трех сигм» для различных геодезических работ 

величину k принимают равную 3, т.е. 

                                                      п mр . 3                                            (1.12) 

При вычислении допустимых невязок   k = 2  и тогда 

                                                               п mр . 2                                            (1.13) 

1.5. Оценка точности функций измеренных величин 

 В общем случае найдем среднюю квадратическую ошибку MF  некото-

рой функции вида 

                                           F = f (x1 , x2, . . . , xn ),                                     (1.14) 

где xi   коррелированные аргументы, связанные между собой зависимостями и 

полученные из наблюдений. 

При этом будем иметь в виду, что средние квадратические ошибки ре-

зультатов измерений m1, m2, . . . , mn  известны. Кроме этого, предположим, что 

X1, X2, . . . , Xn  истинные значения аргументов. Каждая величина измерялась  

k  раз, т. е.  

                                        для  X1 :  x11, x12, . . . , x1k ; 

                                        для  X2  :  x21, x22, . . . , x2k; 

                                         .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

                                         для  Xn :  xn1, xn2, . . . , xnk. 

Используя равенство (1.1), получим следующие зависимости: 
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                   F1 = f ( X1 +  11, X2 + 21, . . . , Xn + n1 ) ; 

                  F2  = f ( X1 + 12,  X2  + 22, . . . , Xn + n2 ) ;                            (1.15) 

                   .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .    

                  Fk  = f ( X1 + 1k,  X2 + 2k, . . . ,  Xn + nk ) .   

 Разложив равенства  (1.15)  в ряд Тейлора и ограничиваясь в виду мало-

сти ошибок измерений первыми степенями разложения, получим 

          ;...),...,,( 2
2

1
1

21 nj
n

jjnj
X

f

X

f

X

f
XXXfF 












  (1.16) 

Учитывая, что истинная ошибка функции 

                     F n nf x x x f X X X ( , ,..., ) ( , ,..., )1 2 1 2 ,  

получим систему случайных ошибок функций независимых величин 

                           ;...2
2

1
1

nj
n

jjFj
X

f

X

f

X

f













                            (1.17) 

Возведя каждое равенство системы (1.20) в квадрат, просуммировав полу-

ченные значения и разделив их на k, придем к следующему уравнению: 

                  F F

n

n n

k

f

X k

f

X k

f

X k

f

X

f

X k









 









  









 


















 



















1

2
1 1

2

2
2 2

2

1 2

1 2
2... ... (1.18)                                                              

В математической статистике доказывается следующая теорема: “Среднее 

значение произведения случайных величин равно произведению средних значе-

ний сомножителей” 

                                                 
        1 2 1 2

k k k
  .                                             (1.19) 

Согласно четвертому свойству случайных ошибок каждое из сомножите-

лей равенства (1.19) стремится к нулю при неограниченном возрастании числа 

измерений. Поэтому можно утверждать, что и 
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 

lim .
n k


 1 2

0                                            (1.20) 

Перейдем к средним квадратическим ошибка функции независимых вели-

чин, учитывая  равенство (1.9), а также  условие (1.20) 

                         M
f

X
m

f

X
m

f

X
mF

n
n

2

1

2

1
2

2

2

2
2

2
2









 









  






















... ,                         (1.21) 

где   mi    cредние квадратические ошибки измеренных величин. 

1.6. Неравноточные измерения и их веса 

 В практике математической обработки результатов геодезических изме-

рений встречаются случаи, когда приходится анализировать накопленный ма-

териал с неодинаковым числом измерений, инструментами разной точности, с 

различным числом измеряемых величин и различной протяженности, выпол-

ненных в разных условиях, т.е. в этом случае имеем дело с неравноточными 

измерениями.  

Достоинство результата измерения, меру его надежности выразим чис-

лом, называемым весом этого измерения. 

Пусть некоторая величина измерялась неравноточно   n   раз 

                                      x1, x2,  .  .  . ,  xn; 

                                     m1 ,  m2 ,  .  .  .  ,  mn,   

тогда веса результатов измерений будут равны 

                        p
C

m

C

m

C

m
n

n

1

1
2 2

2
2 2

  ; ; ... ; ,  p    p                             (1.22) 

где С - коэффициент пропорциональности, который может быть выбран лю-

бым, но одинаковым для данного ряда измерений. 
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1.7. Вес функции независимых величин 

Определим вес функции (1.14). При этом известны веса аргументов p1 , 

p2 , . . . , pn. В случае независимых величин имеем согласно (1.21) 

 M
f

x
m

f

x
m

f

x
mF

n
n

2

1

2

1
2

2

2

2
2

2
2









 









  






















... . 

Разделим обе части равенства на 2 

                      
M f

x

m f

x

m f

x

mF

n

n
2

2
1

2

1
2

2
2

2

2
2

2

2 2

2



 



 



 









 









  









... ,  

так как  p
m

i

i


2

2
,  то окончательно имеем      

                        .
1

...
111

2

2

2

21

2

1 nnF
px

f

px

f

px

f

P







































            (1.23) 

 

2. СПОСОБ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

2.1. Сущность принципа наименьших квадратов 
 

Для однозначного определения значений k неизвестных параметров 

необходимо и достаточно измерить k величин. Поскольку в геодезии суще-

ствует принцип избыточности измерений, то число r = n - k, где n - число всех 

измеренных  величин, является избыточным. При этом избыточные измерения 

должны находиться с необходимыми в функциональной зависимости. 

Наилучшее решение в процессе обработки результатов измерений получают 

согласно принципу наименьших квадратов, который состоит из следующего 

условия  

                                                      min][pvv ,                                                (2.1) 

где р - веса измеренных величин; 

      v - поправки в измеренные значения. 
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Пусть даны результаты равноточных измерений одной величины            

x1, x2, ... , xn . При этом следует иметь в виду, что истинное значение X  измеря-

емой величины известно.  

Составим ряд истинных ошибок результатов измерений согласно равен-

ству (1.1) 

                                            1 =  x1   -   X ; 

                                                    2 =  x2   -   X ;                                                 (2.2) 

                                                    ·················· 

                                                    n =  xn   -   X . 

Почленно сложив равенства (2.2), получим следующее значение: 

                                                   x nX   .                                           

В результате, предварительно разделив на  n , будем иметь 

                                                  
   

n

x

n
X  .                                         (2.3)      

 Введем обозначение 
 
n

x
x   - среднее арифметическое значение измеря-

емой величины. Тогда  

                                                     
 

Xx
n




.                                         (2.4) 

На основании четвертого свойства случайных ошибок можно утвер-

ждать, что Xx   при n  , т.е. среднее арифметическое из результатов 

равноточных измерений стремится к истинному значению этой величины при 

неограниченном возрастании числа измерений. 

Среднее арифметическое из данного ряда равноточных измерений при-

нимается за наиболее надежное значение и при конечном числе измерений. 

Пусть  x   x , тогда 

                                     v x x x xi i i i; .   v                                        
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Установим связь между отклонениями   v   и   v 

                                            v v x xi i .                                               (2.5) 

В равенстве (2.5) vi перенесем в правую часть. Затем, умножая на соот-

ветствующие веса квадраты отклонений от среднего арифметического, 

почленно сложим 

                                pv v pvv pv x x p x x        2
2
.                 (2.6) 

В правой части равенства (2.6) слагаемое 2  pv x x   0  согласно перво-

му свойству отклонений. Следовательно, из равенства (2.6) следует, что  

                                             pvv pv v   .                                              (2.7) 

Данное свойство подтверждает, что если ошибки результатов неравно-

точных измерений подчиняются нормальному закону распределения, то 

наиболее надежным значением является общая арифметическая средина. 

 Определение окончательных значений искомых величин при избыточ-

ных измерениях называют уравниванием, а эти же действия с соблюдением 

условия (2.1) - уравниванием по способу наименьших квадратов или строгим 

уравниванием. 

Докажем, что арифметическое среднее удовлетворяет принципу 

наименьших квадратов. Предположим, что некоторая величина равноточно 

измерялась n раз:     

x1, x2, ... , xn . 

Наиболее надежное значение из результатов измерений составит X, тог-

гда 

vi = X - xi , где  i = 1, 2, ... , n. 

Определим значение X под условием (2.1). 

R = [vv] = (X - x1)
2 +(X - x2)

2 +....+(X - xn)
2 = min. 

       02...22 21 



nxXxXxX

X

R
,              
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откуда 

                                               
 
n

x

n

xxx
X n 




...21 .                                  (2.8)                                      

В случае неравноточных измерений 

R = [pvv] = p1·(X - x1)
2 +p2·(X - x2)

2 +....+pn·(X - xn)
2 = min. 

      02...22 2211 



nn xXpxXpxXp

X

R
 

следовательно 

                                   
 
 p

px

ppp

xpxpxp
X

n

nn 





...

...

21

2211 .                             (2.9) 

Таким образом, подтверждается вывод, что среднее арифметическое яв-

ляется наилучшим значением из всех результатов измерений какой-либо вели-

чины. 

Способы уравнивания, не реализующие принцип наименьших квадра-

тов, относятся к приближенным способам.  

Строгое уравнивание может быть реализовано либо параметрическим, 

либо коррелатным способами или их разновидностями.   

2.2. Параметрический способ уравнивания 

2.2.1. Теория параметрического способа уравнивания 

В геодезической практике встречаются случаи, когда необходимо опре-

делить некоторые величины косвенным путем, причем эти величины должны 

быть связаны с измеряемыми функциональными зависимостями. 

Предположим нам известны результаты измерений n величин x1, x2, ... , 

xn . Требуется определить надежные значения k величин T1, T2, ... , Tk, которые 

связаны с уравненными значениями X1, X2, ... , Xk измеренных величин опреде-

ленными функциональными зависимостями: 



 17 

                                                                       

 

 

 .,...,,

;,...,,

;,...,,

21

2122

2111

knn

k

k

TTTFX

TTTFX

TTTFX









                                                      (2.10) 

Равенства такого вида называются параметрическими уравнениями свя-

зи. Согласно (2.10) имеем 

                                          

 

 

  .0,...,,

;0,...,,

;0,...,,

21

2212

1211









nkn

k

k

XTTTF

XTTTF

XTTTF

                                  (2.11) 

В случае, если имеют местор результаты неравноточных измерений  x1, 

x2, ... , xn , устанавливают веса p1 , p2 , ... , pn . 

Уравненные значения измеренных величин будут 

                                                     Xi  = xi + vi ,                                              (2.12) 

где vi  - поправки в результаты измерений. 

Тогда равенства (2.11) с учетом (2.12) примут вид 

                                            

 

 

  .,...,,

;,...,,

;,...,,

21

22212

11211

nnkn

k

k

vxTTTF

vxTTTF

vxTTTF









                                 (2.13) 

Полученные равенства называются уравнениями поправок в общем ви-

де. 

В системе (2.13) число неизвестных будет n + k > n , т.е. превысит число 

уравнений в системе, что приводит к неопределенности решения. Для нахож-

дения неизвестных воспользуемся принципом наименьших квадратов. Опре-

делим значения T1, T2, ... , Tk при условии 

min][pvv . 
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Сделаем замену неизвестных через приближенные значения tj  и поправ-

ки к ним δtj 

                                                       Tj = tj + δtj .                                              (2.14) 

Полученные значения неизвестных из (2.14) подставляем в уравнения системы 

(2.13). В результате чего получим 

                              

 

 

  .,...,,

;,...,,

;,...,,

2211

2222112

1122111

nnkkn

kk

kk

vxttttttF

vxttttttF

vxttttttF















                         (2.15) 

Приведем уравнения системы (2.15) к линейному виду, разложив в ряд 

Тейлора, при этом ограничиваясь только первыми степенями разложения  

                

 

 

  ....,...,,

;...,...,,

;...,...,,

2
2
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22
2

2
2

2
1
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1
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2

1
1

1

1
211

nnk
k

nnn
kn

k
k

k

k
k

k
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t

F
t

t

F
t

F
tttF

vxt
t

F
t

t

F
t

t

F
tttF

vxt
t

F
t

t

F
t

t

F
tttF

























































          (2.16) 

Введем следующие обозначения 

  iikik
k

i
i

i
i

i lxtttFg
t

F
b

t

F
a

t

F















,...,,       ;       ;  ...  ;      ; 21

21

. 

Подставив введенные обозначения в уравнения (2.16), получим уравне-

ния поправок в линейном виде 

                                       

....

;...

;...

21

2222212

1112111

nnknnn

k

k

vltgtbta

vltgtbta

vltgtbta















                             (2.17) 

Следовательно, коэффициенты ai , bi , ... , gi являются частными произ-

водными от соответствующих функций по приближенным значениям искомых 
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аргументов, а свободный член li - разность между приближенными и измерен-

ными значениями функций. 

Для решения и нахождения поправок δtj согласно принципу наименьших 

квадратов составим функцию 

                       
2

1121111 ... ltgtbtappvv k  

                                               
2

2222122 ... ltgtbtap k      

                                              . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

                                               .min...
2

21  nknnnn ltgtbtap          (2.18) 

Исследуем функцию (2.18) на экстремум, взяв частные производные по 

δti , полученные выражения приравняем к нулю 

                           



11111121111111

1

22...22 laptgaptbaptaap
t

k


 

                                      22222222221222 22...22 laptgaptbaptaap k  

                                           . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

                 022...22 21  nnnknnnnnnnnn laptgaptbaptaap  ; 





11111121111111

2

22...22 lbptgbptbbptbap
t

k


 

               22222222221222 22...22 lbptgbptbbptbap k  

             . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

                         022...22 21  nnnknnnnnnnnn lbptgbptbbptbap  ; 

                 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 





11111121111111 22...22 lgptggptgbptgap

t
k

K




 

               22222222221222 22...22 lgptggptgbptgap k  

                          . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

                 022...22 21  nnnknnnnnnnnn lgptggptgbptgap  .  
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Сократив все члены равенств на 2 и приведя подобные, получим в сим-

волах Гаусса следующие уравнения в символах Гаусса:  

                        

       
       

        .0...

...................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

;0...

;0...

21

21

21







pgltpggtpbgtpag

pbltpbgtpbbtpab

paltpagtpabtpaa

k

k

k







                (2.19) 

 

Согласно (2.17 и (2.19) можно увидеть следующие свойства поправок 

                                       0...  pgvpbvpav .                                   (2.20) 

Уравнения системы (2.19) называются нормальными уравнениями и об-

ладают следующими свойствами: 

1. По диагонали слева вниз направо расположены квадратичные коэф-

фициенты. 

2. Остальные коэффициенты располагаются относительно квадратичной 

диагонали симметрично. 

В том случае, если однородные измерения равноточны, то их веса при-

нимаются равными единице и система уравнений (2.19) принимает следую-

щий вид: 

                              

       
       

        .0...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

;0...

;0...

21

21

21







gltggtbgtag

bltbgtbbtab

altagtabtaa

k

k

k







                     (2.21) 

Системы (2.19) и (2.21) имеют вполне определенное решение, поскольку 

мы имеем k число неизвестных и такое же число уравнений. 

2.2.2. Матричный вид параметрического уравнивания 

Система параметрических уравнений поправок (2.17) в матричной фор-

ме можно представить в следующем виде: 
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                                                    PLATV ..... ,                                         (2.22) 

где V  - вектор искомых поправок в результаты измерений:  

       A – матрица коэффициентов уравнения; 

       T – вектор поправок в принятые приближенные значения неизвестных; 

        L – вектор свободных членов; 

        P – диагональная матрица весов. 

Все члены, входящие в уравнение матрицы, равны: 

             .

               

...           

     
      ;

...
      ;

.....
      ;

...

.............

...

...

     ;
...

2

1

3

2

1

2

1

222

111

2

1

nnnnnn p

p

p

P

l

l

l

L

t

t

t

T

gba

gba

gba

A

v

v

v

V 







  (2.23) 

Условие наименьших квадратов (2.1) в матричной форме имеет вид: 

                                                         min,PVV                                                 (2.24) 

где транспонированный вектор 

                                                       . LATV                                                (2.25) 

В условие (2.24) подставим правые части выражений (2.22) и (2.25) 

      

min         



PLLPLATPLATPATAT

LATPLPATLATPLATPVV
 

Поскольку в полученном выражении PLATPLAT  , то условие 

наименьших квадратов (2.24) примет вид: 

    .min2  PLLTALPTPAATPVV   

Найдем производную функции Φ по T′ и приравняем к нулю, в результа-

те получим следующее  

    022 



ALPTPAA

T
,   

откуда после сокращений 
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                                                     .0 ALPTPAA                                          (2.26) 

Введем обозначения 

PAAN  , 

тогда 

                                                       ,0 ALPNT                                              (2.27) 

В результате получена матрица системы нормальных уравнений, где 

    
    

    pggpbgpag

pbgpbbpab

pagpabpaa

ggg

bbb

aaa

p

p

p

ggg

bbb

aaa

PAAN

n

nb

n

nn

n

n

...

.............................

...

...

...

...............

...

...

          

...      

   

...

...............

...

...

21

1

21

2

1

21

21

21

 ,        (2.28) 

а вектор свободных членов 

 

                                        

 
 

 pgl

pbl

pal

l

l

l

p

p

p

ggg

bbb

aaa

PLA

nn

n

n

...........

          

...      

   

...

...............

...

...

3

2

1

2

1

21

21

21

 .                                    (2.29) 

          Подставив полученные значения из (2.27) и (2.28) в уравнение (2.27), по-

лучим обычный вид системы нормальных уравнений в параметрическом спо-

собе уравнивания   

       
       

        .0...

...................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

;0...

;0...

21

21

21







pgltpggtpbgtpag

pbltpbgtpbbtpab

paltpagtpabtpaa

k

k

k







                                                                                               

2.2.3 Составление нормальных уравнений 

Составим коэффициенты нормальных уравнений, используя уравнения 

поправок в линейном виде 
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iikiii vltgtbta   ...21 . 

Для этого воспользуемся табличным способом (табл. 1) 

                                                                                                                     Таблица 1 

Определение коэффициентов нормальных уравнений 

№ 

уравнения 

a] b] … g] l] s] p v pv pvv plv 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 a1 b1 … g1 l1 s1 p1 v1 p1v1 p1v1v1 p1l1v1 

2 a2 b2 … g2 l2 s2 p2 v2 p2v2 p2v2v2 p2l2v2 

… … … … … … … … … … … … 

n an bn … gn ln sn pn vn pnvn pnvnvn pnlnvn 

Суммы [a] [b] … [g] [l] [s]  [v] [pv] [pvv] [plv] 

Неизвест. δt1 δt2 … δtk        

[pa [paa] [pab] … [pag] [pal] [pas]      

[pb  [pbb] … [pbg] [pbl] [pbs]      

… … … … … … …      

[pg    [pgg] [pgl] [pgs]      

[pl     [pll] [pls]      

[ps      [pss]      

 

В результате получаем коэффициенты и свободные члены нормальных 

уравнений в параметрическом способе уравнивания: 

       
       

        .0...

...................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

;0...

;0...

21

21

21







pgltpggtpbgtpag

pbltpbgtpbbtpab

paltpagtpabtpaa

k

k

k







 

При заполнении верхней части таблицы выполняется контроль сумм: 

                                   iiiii slgba  ... .                                       (2.30) 
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Умножая равенства (2.30) последовательно на piai , pibi , ... , pigi , pili  и pisi  

и просуммировав, получим: 

                                      

       
       

       

       

       ;...

;...

;...

...........................................................

;...

;...

2

1

2

1

plspgspbspas

pllpglpblpal

pglpggpbgpag

pblpbgpbbpab

palpagpabpaa

k

k

k















                      (2.31) 

Контролем будут следующие выражения: 

                                    
     

   .   ;              

     ;   ; ...   ;    ;

21

21

psspls

pgspbspas

kk

k







                (2.32) 

2.2.4. Решение нормальных уравнений 

Способ последовательного исключения неизвестных. Способы реше-

ния нормальный уравнений делятся на строгие (точные) и приближенные 

(итеративные). 

Из  значительного числа способов решения нормальных уравнений 

можно выделить способ последовательного исключения неизвестных, предло-

женный Гауссом. 

Для простоты изложения данного способа ограничимся системой, со-

держащей   три нормальных уравнения:    

                                        

       

       

        .0

;0

;0

321

321

321







pcltpcctpbctpac

pbltpbctpbbtpab

paltpactpabtpaa







                 (2.33) 

Из первого уравнения системы (2.33) выразим первое неизвестное δt1 

                                 
 
 

 
 

 
 

.321
paa

pal
t

paa

pac
t

paa

pab
t                         (2.34)   
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Мы получили первое элиминационное уравнение. Значение первого не-

известного подставляем во второе и третье уравнения системы (2.33) 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

;0

;0

32

32

























































paa

palpac
pclt

paa

pacpac
pcct

paa

pacpab
pbc

paa

palpab
pblt

paa

pacpab
pbct

paa

pabpab
pbb





           

Введем обозначения 

                                                             

 
  
 

 

 
  
 

 

 
  
 

 

 
  
 

 

 
  
 

 .1

;1

;1

;1

;1 =











pcl
paa

palpac
pcl

pcc
paa

pacpac
pcc

pbl
paa

palpab
pbl

pbc
paa

pacpab
pbc

pbb
paa

pabpab
pbb

                                       (2.35) 

В результате получим систему следующих уравнений 

                                         
     

      .0111

;0111

32

32





pcltpcctpbc

pbltpbctpbb




                   (2.36)  

Из первого уравнения системы (2.36) находим второе неизвестное 

                                     
 
 

 
 1

1

1

1
32











pbb

pbl
t

pbb

pbc
t  .                          (2.37) 

Получили второе элиминационное уравнение. Подставляя значение δt2 

во второе уравнение системы (2.36), соответственно получим 

 
  

 
 

 
 

0
1

1
1

1

11
1 3 



























pbb

pbc
pclt

pbb

pbcpbc
pcc   

или в символах Гаусса      
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                                                        .022 3  pcltpcc                                      (2.38) 

Откуда и определяем третье неизвестное δt3 

                                                           
 
 

.
2

2
3






pcc

pcl
t                                       (2.39) 

Из полученного третьего элиминационного уравнения (2.39) найденное 

значение третьего неизвестного подставляем в равенство (2.37) и определяем 

второе неизвестное δt2 , а затем оба вычисленных значений δt3 и δt2 подставля-

ем в равенство (2.34) и находим первое неизвестное δt1. Таким образом, систе-

му нормальных уравнений (2.33) можно заменить эквивалентной системой:   

                           

       
     

    .022                                        

;0111                   

;0                

3

32

321







pcltpcc

pbltpbctpbb

paltpactpabtpaa







                      (2.40) 

Правило раскрытия символов Гаусса: раскрываемый алгорифм пред-

ставляет собой разность двух членов, первый из которых имеет те же буквен-

ные символы как и у раскрываемого, с числовым индексом на единицу мень-

ше, а второй член представляет собой дробь, в знаменателе которой квадра-

тичный символ с буквами, соответствующими предыдущему индексу, а в чис-

лителе - произведение двух символов, первые буквы которых те же, что в зна-

менателе, а вторые, как у раскрываемого символа. Решение нормальный урав-

нений осуществляется согласно схеме Гаусса- Дулитля (табл. 2). 

Итеративные способы. Рассмотрим способ последовательных прибли-

жений (способ Якоби). Для простоты изложения ограничимся системой из 

трех нормальных уравнений 
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Таблица 2 

Схема решения нормальных уравнений Гаусса-Дулитля 
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Из каждого уравнения найдем соответствующее неизвестное 
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                            (2.42) 

Равенства (2.42) получили название итерационных уравнений. Для даль-

нейшего решения примем нулевые приближения 
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Подставим значения нулевых приближений в равенства (2.42), в резуль-

тате чего получим 
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Полученные значения первых приближений снова подставляем в равен-

ства (2.42) и получаем вторые приближения 
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Подстановку полученных последующих приближений выполняют до тех 

пор, пока не получим искомые значения неизвестных с заданной степенью 

точности. Данный способ целесообразно использовать в случае малости не-

квадратичных коэффициентов по сравнению с квадратичными. 
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Для систем нормальных уравнений с любыми коэффициентами выгодно 

применить способ простой итерации (способ Гаусса-Зейделя). В этом случае в 

итерационные уравнения (2.42) подставляем значения нулевых приближений: 
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                      (2.46) 

Приближения производятся до тех пор, пока полученные значения неизвест-

ных не будут повторяться. 

Матричный способ. Воспользуемся исходной матрицей нормальных 

уравнений 

                                                      ,0 ALPNT                                           (2.47) 

Умножим уравнение (2.47) на обратную матрицу N-1 

                                                    .011   PLANNTN  

Принимая во внимание, что N-1N = E, выразим искомый вектор 

                                                      T = - N-1A'PL = B L,                                   (2.48)  

где B = - N-1A'P - матрица линейных преобразований.  

Согласно вышесказанному мы можем вычислить вектор поправок T в 

приближенные значения искомых неизвестных,  Подставляя вектор поправок в 

равенство (2.22), можно получить вектор поправок в результаты измерений 

                                                            V  = - AN-1A'PL + L.                                (2.49) 

2.2.5. Контроли решения нормальных уравнений 

При решении нормальных уравнений выполняют следующие виды кон-

троля: промежуточный и по [pvv]. Промежуточный контроль – это суммарный 



 30 

контроль и делается в схеме Гаусса-Дулитля согласно формулам (2.31) и (2.32) 

в процессе решения нормальных уравнений (табл. 2). 

Основой контроля по [pvv] является система уравнений поправок  
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Умножим уравнения этой системы соответственно на p1v1, p2v2, … , pnvn 

и, сложив полученные равенства, получим 
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. 

Согласно (2.20) имеем 

                                                                            pvvplv  .                                                (2.50) 

Умножим уравнения поправок p1l1, p2l2, … , pnln и, приведя подобные, 

будем иметь 
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.                 (2.51) 

На основании (2.41) получим 
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. 

Подставив в полученное уравнение значения вычисленных неизвестных 

δt1, δt2, … , δtk, получим  

                                              kpsskplskpllpvv  ,                           (2.52) 

но в соответствии с (2.42) 
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k

tpgltpbltpalpllkpll   ...
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.              (2.53) 

Данный контроль реализуется как в схеме решения нормальных уравне-

ний (табл.2), так и при вычислении поправок в результаты измерений (табл. 1). 
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2.2.6. Весовые коэффициенты и оценка точности определяемых величин 

Одной из задач, решаемых геодезистом, является оценка точности, как 

самих производимых измерений, так и получаемых в процессе обработки ре-

зультатов. Эту задачу можно решить в процессе выполнения уравнительных 

вычислений, определяя средние квадратические ошибки измеренных и урав-

ненных значений в том числе и функций от этих величин. 

Согласно теории ошибок измерений среднюю квадратическую ошибку 

какой-либо величины в общем случае определяем по формуле 

                                                  
YY

Y
PP

M
1




 ,                                         (2.54) 

где МY – средняя квадратическая ошибка оцениваемой величины; 

       μ – ошибка единицы веса; 

       PY – вес оцениваемой величины. 

       На начальной стадии уравнивания произвольно принимается ошибка еди-

ницы веса μ0 в зависимости от вида работ, которая позволяет установить веса 

измеряемых величин. 

       В результате уравнительных вычислений определяют фактическое значе-

ние ошибки единицы веса по найденным поправкам vi согласно формуле 

                                                         
kn

pvv




 ][
 ,                                            (2.55) 

где n – количество всех выполненных измерений; 

      k – число независимых неизвестных. 

В геодезической практике по результатам измерений нескольких вели-

чин вычисляют значение какой-либо величины. Причем между определяемой 

и измеренными величинами имеется определенная функциональная зависи-

мость. В этом случае возникает задача оценки точности искомой величины. 

Предположим, что оцениваемая величина задана в общем виде 

                                                    Y = F(X1 + X2 + … + Xn).                                (2.56)                                                   
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 Средняя квадратическая ошибка функции (2.56) определяется по фор-

муле (2.54), в которой                                      
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Сложность в этом случае заключается в том, что оценивать приходиться 

через результаты измерений. Поэтому в параметрическом способе уравнива-

ния оцениваемую величину представляют через необходимые неизвестные 

                                             Xi = Fi(T1, T2, … , Tk).                                          (2.57) 

Уравнения поправок будут иметь следующий вид 

                                         aiδt1 + biδt2 + … + giδk + li = vi .                               (2.58) 

Предположим, что в процессе обработки результатов было установлено 

три независимых неизвестных, тогда получим следующие уравнения поправок  

                                             aiδt1 + biδt2 + ciδ3 + li = vi .                                    (2.59) 

Согласно принципу наименьших квадратов [pvv], получим следующую 

систему нормальных уравнений 
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                        (2.60) 

Для решения данной системы и нахождения неизвестных воспользуемся 

способом неопределенных множителей Qij . Каждое уравнение системы (2.60) 

умножим соответственно на неопределенные множители Q11, Q12, Q13. В ре-

зультате группирования относительно неизвестных δt1, δt2, δt3 получим следу-

ющее равенство 
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Из равенства (2.61) найдем первое неизвестное δt1, подобрав множители 

таким образом, чтобы коэффициенты (выражения в скобках) при δt2 и δt3 рав-

нялись нулю, а при δt1 был равен единице. Тогда равенство (2.61) примет вид 
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Коэффициенты при неизвестных образуют систему нормальных уравне-

ний 
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Аналогичным образом, умножая уравнения системы (2.60) соответ-

ственно на множители Q21, Q22 и Q23 и приравняв коэффициент при втором не-

известном единице, а при первом и третьем - нулю, получаем второе неизвест-

ное δt2 
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Образовалась вторая система нормальных уравнений с неизвестными Q21, Q22 

и Q23 
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Таким же образом, используя множители Q31, Q32 и Q33, получаем третье неиз-

вестное δt3 и третью систему нормальных уравнений 
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Новая система примет вид 

                                       

     
     
      .1

;0

;0

333231

333231

333231







QpccQpbcQpac

QpbcQpbbQpab

QpacQpabQpaa

                           (2.67) 
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Рассмотренный способ нахождения неизвестных δtj является менее эф-

фективным по сравнению со способом последовательного исключения неиз-

вестных. Неопределенные множители можно использовать для оценки точно-

сти вычисленных значений неизвестных. Для этого рассмотрим свойства 

наших множителей Qij. Представим уравнение (2.62) в следующем виде: 

                                    

 

 

  .     

.................................................    

     

131211

21321221122

113112111111

nnnnn
lQcQbQap

lQcQbQap

lQcQbQapt







                         (2.68) 

Обозначим 

                                         

 

 

 .

................................................

;

;

131121111

13212211222

13112111111

QcQbQap

QcQbQap

QcQbQap

nnn












                              (2.69) 

Следовательно, равенство (2.57) примет вид: 

                                              ....
,22111 nn

lllt                                    (2.70) 

Умножим равенства (2.69) на a1, a2, ... , an,, вследствие чего получим 

                                           .1
131211

 QpacQpabQpaaa               (2.71) 

По аналогии, умножив равенства (2.69) соответственно на b1, b2, … , bn , 

получим 

                                          .0
131211
 QpbcQpbbQpabb                 (2.72) 

Аналогично при умножении на с1, с2, … , сn имеем 

                                           .0
131211
 QpccQpbcQpacс                  (2.73) 

Для дальнейшего перемножим левые и правые части равенств (2.69) на 

n

n

ppp


,...,,

2

2

1

1 , в результате сложения получим 
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11

Q
p









.                                                (2.74) 

Определим вес линейной функции (2.70). Поскольку в данном равенстве 

li  являются функцией результатов измерений xi, следовательно, и имеют соот-

ветствующие веса, тогда вес функции (2.61) будет равен 

                                        









ppppP
n

n
 2

2

2

2

1

2

1

1

...
1

.                                (2.75) 

Сравнивая выражения (2.74) и (2.75), делаем вывод, что множитель Q11 явля-

ется обратным весом первого неизвестного δt1, т.е. 

                                                          
11

1

1
Q

Р
 .                                                   (2.76)  

Таким образом, можно принять неопределенные множители за весовые 

коэффициенты.  

Рассмотрим равенство (2.64). По аналогии с предыдущим это выражение 

можно представить в виде 

                                            llllt
nn

  ...
22112

.                            (2.77) 

Исходя из свойств весовых коэффициентов, получим следующие значения 

                                                 ,0       ;1        ;0   сbа                           (2.78) 

а 

                                            
22

2

22

1
         и        Q

Р
Q

p









.                            (2.79) 

Если воспользоваться уравнением (2.66) для третьего неизвестного δt3, 

то в результате соответствующих обозначений и преобразований получим  

                                             llllt
nn

  ...
22113

.                             (2.80)   

Дальнейший анализ свойств весовых коэффициентов приводит к следующим 

результатам 
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                                                 ;1            ;0            ;0   cbc                    (2.81) 

                                              .
1

               ;
33

3

33
Q

P
Q

p









                               (2.82) 

В случае, если умножить равенства (2.69) на n
n p

pp


;...;;

2

2

1

1 , то в итоге 

получим после соответствующих преобразований 

      
131211

QcQbQa
p












  

или 

                                                         12Q
p









.                                              (2.83)  

По аналогии, если проделать то же самое с коэффициентами βi , умножив их 

значения на 
n

n

ppp


,...,,

2

2

1

1 , то получим 

                                    232221 QcQbQa
p












= Q21,                 (2.84) 

следовательно Q12 = Q21 . Таким образом, парные весовые коэффициенты яв-

ляются обратными весами неизвестных, а значения непарных равны между 

собой, т.е. Qij = Qji . Значения коэффициентов вычисляются совместно с неиз-

вестными в схеме Гаусса-Дулитля (табл. 3). 

Контролем вычисления весовых коэффициентов является следующее 

выражение 

                                       

 

 

  ,...

........................................    

...

...   

21

222221

111211

kSQQQ

SQQQ

SQQQ

kkkkk

k

k







                                (2.85)  

где S1 = [pas] - [pal];  S2 = [pbs] - [pbl]; ... ; Sk  = [pgs] - [pgl].            
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Таблица 3 

Вычисление весовых коэффициентов и обратного веса функции 

 

 

Q1 Q2 Q3 f Σu 

7 8 9 11 12 
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Окончание табл. 3 

 

2.2.7. Оценка точности функций уравненных величин 

В том случае, если возникает необходимость оценить какую-либо вели-

чину, связанную с уравненными значениями измеренных величин определен-

ными функциональными зависимостями, т.е. 

                                                 
k

TTTFU ,...,,
21

 .                                         (2.86) 

Тогда 

U

U
P

M
1

 . 

Как мы видим, задача сводится к нахождению обратного веса функции. 

Выразим нашу функцию через приближенные значения t1, t2, ... , tk  и поправки 

к ним δt1, δt2, ... , δtk  

                                      
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ttttttFU   ;...;;
2211

.                            (2.87) 

Разложим данную функцию в ряд Тейлора, ограничиваясь первыми сте-

пенями разложения, получим 
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обозначим 
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                                              F(t1, t2, ... , tk) = f0;  
j

t

F




 = fj , 

тогда  

                                         U = f0  + f1 δt1 + f2 δt2 + ... + fkδtk .                           (2.88) 

Частные производные fj  функции (2.88) называются коэффициентами 

весовой функции. Дальнейшая замена в равенстве (2.88) неизвестных δt1, δt2, ... 

, δtk согласно уравнений (2.70), (2.77) и (2.80) с использованием формулы 

(1.26) и на основании свойств весовых коэффициентов в окончательном виде 

будем иметь 

                   

....     
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                        (2.89) 

Выражение (2.89) сгруппируем относительно fj , получим 
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Введем  обозначения 
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В результате получим 

                                            ....
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2211 kk

U
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P
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Умножая равенства (2.90) на коэффициенты нормальных уравнений соответ-

ственно [paa], [pab], ... , [pgg] и после преобразований вычислим значения φ1, 

φ2, ... , φk , которые подставим в (2.82), и получим  
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                                   (2.92) 

Формула (2.92) позволяет вычислить обратный вес функции совместно с неиз-

вестными, а также с весовыми коэффициентами  в схеме Гаусса-Дулитля 

(табл. 3). Контрольной формулой вычисления обратного веса является следу-

ющее выражение 
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       (2.93) 

где  

                                            

   
   

    .

...................................

;

;

22

11

kk
fpglpgsu

fpblpbsu

fpalpasu







                                        (2.94) 

2.3. Коррелатный способ уравнивания 

2.3.1. Сущность коррелатного способа уравнивания 

В коррелатном  способе уравнивания значительную роль играют избы-

точные измерения. Для примера можно рассмотреть измерение углов в тре-

угольнике. Для того, чтобы однозначно  судить о величине углов треугольни-

ка, достаточно измерить два угла, а третий угол получить косвенным путем. 

Однако, в геодезической практике используется принцип избыточности изме-

рений. О роли избыточных измерений отмечалось в п. 1.1. Поэтому, если в 

треугольнике измерить все три угла, то одно из измерений будет избыточным. 

В случае существования функциональной зависимости между определяемыми 

величинами, возникает условное уравнение. Для треугольника такое уравне-

ние имеет вид    
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                                         ,0180
321

                                    (2.95) 

где βi - истинные значения углов треугольника. 

При подстановке в равенство (2.95) измеренных значений, содержащих 

ошибки измерений, возникает угловая невязка wβ 

                                       ,180
321 

 w                                   (2.96) 

где βi' - результаты измерений углов. 

Для устранения невязки в результаты измерений необходимо ввести по-

правки vi, т.е. 

                                       .0180
232211

 vvv                     (2.97) 

Подставив в равенство (2.97) измеренные значения, получим 

                                              .0
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
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wvvv                                      (2.98) 

Полученное уравнение называется условным уравнение поправок. 

В общем случае условные уравнения можно представить в следующем 

виде 

                                                ,0,...,,
21


nj

XXX                                     (2.99) 

где Xj - уравненные значения измеряемой величины; 

        i = 1, 2, ... , n - число всех измеренных величин; 

        j = 1, 2, ... , r - число избыточных измерений. 

Замена уравненных значений в равенствах (2.99) на результаты измере-

ний приводит к невязкам 

                                                   ,,...,,
21 jrj

wxxx                                       (2.100) 

где xi - результаты измерений. 

Таким образом, наличие избыточных измерений приводит к условным 

уравнениям. Одно избыточное измерение дает нам одно условное уравнение. 

Дальнейшее уравнивание осуществляется путем минимизации функции [pvv] с 

использованием дополнительных параметров по методу Лагранжа. 
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2.3.2 Теория коррелатного уравнивания 

Предположим, что измеренные величины X1, X2, ... , Xn ,  связанных 

условными уравнениями 
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                                        (2.101) 

В процессе измерений получены следующие результаты неравноточных 

измерений x1, x2, ... , xn  с соответствующими весами p1, p2, ... , pn . При наличии 

избыточных измерений получим систему условных уравнений 
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                                        (2.102) 

Чтобы исключить невязку, необходимо в результаты измерений внести 

поправки, при которых правые части системы условных уравнений обращают-

ся в нули, т.е.  
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                             (2.103) 

При введении поправок в результаты измерений получают уравненные 

значения измеренных величин (2.12) 

Наилучшими являются поправки, удовлетворяющие принципу 

наименьших квадратов (2.1). Для нахождения поправок уравнения системы 

приведем к линейному виду, разложив равенства  (2.103)  в ряд Тейлора и 

ограничиваясь в виду малости ошибок измерений первыми степенями разло-

жения. В результате получим 
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 Введем обозначения: 
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; . . . ;      ; 21                                  

и согласно (2.100)   .,...,,
21 jrj

wxxx         

Таким образом получим следующую системы уравнений 
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2211

22211

12211







rnn

nn

nn
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                            (2.105) 

Полученные уравнения системы (2.105) называются условными уравнениями 

поправок в линейном виде. В символах Гаусса эта система имеет вид: 

                                                          

 
 

  .0

......................

;0

;0
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1


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r
wgv

wbv
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                                           (2.106) 

Поскольку в системе (2.105) количество неизвестных превышает число 

уравнений n > r, следовательно данная система имеет неопределенное реше-

ние. Для того, чтобы исключить неопределенность при решении, необходимо 

использовать условие принципа наименьших квадратов (2.1) 

           min,2...22
2211


rr

wgvKwbvKwavKpvv  

где Kj - неопределенные множители Лагранжа, называемые коррелатами. 
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Исследуя данную функцию на экстремум, необходимо определить ее 

первую производную и приравнять к нулю 
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Откуда получим 
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                        (2.107) 

Обозначим 
i

i

q
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
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                       (2.108) 

Выражения системы  (2.107) и (2.108) являются коррелатными уравнениями. 

Умножим уравнения системы (2.108) соответственно на a1, a2, ... , an  и в 

результате сложения получим 

       
r

KqagKqabKqaaav  ...
21

. 

Аналогично при умножении на bi, ... , gi  с учетом равенств (2.106) будем 

иметь систему нормальных уравнений коррелат 
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                 (2.109) 

Данная система имеет вполне определенное и однозначное решение. В случае 

равноточности наших измерений система (2.109) примет вид 
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                     (2.110) 

Таким образом, в коррелатном способе уравнивания число нормальных 

уравнений в системе соответствует числу избыточных измерений.  

2.3.3 Составление и решение нормальных уравнений коррелат 

Составление и решение нормальных уравнений коррелат осуществляет-

ся одним из способов, рассмотренных при параметрическом уравнивании. 

Применение табличного способа приведено в табл. 4. При этом выполняется 

промежуточный контроль. Также как и в параметрическом способе уравнива-

ния возникает контроль сумм:  

                                                 
iiii

sgba  ...                                       (2.111) 

                                                         sgba  ...  

Если равенства (2.111) умножить соответственно на qi ai , qi bi  и т.д., а 

затем почленно сложить, то получим контрольные суммы для коэффициентов 

нормальных уравнений 

                           

       
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                                 (2.112) 

В отличии от параметрического способа уравнивания возникают допол-

нительные суммарные равенства 
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                                                       ,
iii

fs                                                  (2.113) \ 

где fi  - коэффициенты весовой функции  

                                               U = f0  + f1 v1 + f2 v2 + ... + fnvn ,                       (2.114) 

а также 

                                                              fs                                             (2.115)             

                                       Таблица 4 

Вычисление коэффициентов нормальных уравнений коррелат 

№ 

уравнения 
a] b] … g] s'] f] Σ] q v pv pvv 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 a1 b1 … g1 s'1 f1 p1 q1 v1 p1v1 p1v 1v1 

2 a2 b2 … g2 s'2 f2 p2 q2 v2 p2v2 p2v2v2 

… … … … … … … … … … … … 
n an bn … gn s'n fn pn qn vn pnvn pnvnvn 

Суммы [a] [b] … [g] [s] [f]    [pv] [pvv] 

Невязки w1 w2 … wr        

Коррелаты K1 K2 … Kr        

Kj Wj K1W1 K2W2 … Kr Wr   [KW]     

[qa [qaa] [qab] … [qag] [qas'] [qaf] [qaΣ]     

[qb  [qbb] … [qbg] [qbs'] [qbf] [qbΣ]     

… … … … … … … …     

[qg    [qgg] [qgs'] [qgf] [qgΣ]     

[qs'     [qs's'] [qs'f] [qs'Σ]     

[qf      [qff] [qfΣ]     

[qΣ       [qΣΣ]     

и соответственно 

                                                    

     
     

     .
...................................
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;
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

qgqgfsqg

qbqbfsqb

qaqafsqa

                                  (2.116) 
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Решение нормальных уравнений коррелат способом последовательного 

исключения неизвестных выполняется согласно схеме Гаусса-Дулитля          

(табл. 5). Рассмотрим вариант для системы, состоящей из трех нормальных 

уравнений коррелат 
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                    (2.117) 

В процессе решения нормальных уравнений в схеме Гаусса выполняется 

контроль в соответствующих строках (табл. 5). По завершению решения си-

стемы производится контроль правильности нахождения неизвестных подста-

новкой их значений в суммарное уравнение.  

Контроль по [pvv] производится как в схеме решения Гаусса, так и при 

вычислении коэффициентов нормальных уравнений. Рассмотрим равенства 

(2.107)  
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которые умножим на pivi . В результате сложения получим 
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Согласно (2.106) получаем следующее равенство 

                           KwwKwKwKpvv
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Для получения контрольной формулы за основу возьмем систему нор-

мальных уравнений (2.109) и к ней добавим равенство (2.118) 
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Решение данной системы приводит  к ее эквивалентному виду: 
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                                                                                                                  Таблица 5 

Cхема решения нормальных уравнений коррелат 
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1 2 3 4 5 6 
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Из последнего уравнения системы (2.119) согласно раскрытию символов 

Гаусса имеем 
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w
pvv r               (2.120) 

2.3.4. Оценка точности по материалам коррелатного уравнивания 

По результатам уравнительных вычислений производится оценка точно-

сти как самих измерений, так и уравненных величин. Кроме того возникает за-

дача оценить точность какого-либо значения, вычисленного через уравненные 

величины. 

Составим функциональную зависимость между определяемой величи-

ной и уравненными значениями 

                                                
n

XXXFU ,...,,
21

 .                                     (2.121) 

Средняя квадратическая ошибка такой функции определится согласно (2.54) 
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Ошибка единицы веса равна 
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Поскольку Xi = xi + vi , функция (2.121) примет вид 
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Для приведения к линейному виду разложим функцию (2.123) в ряд Тейлора 
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а если введем обозначения 

 F(x1, x2, ... , xk) = f0;        
i

x

F
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 = fi , 

то получим  

                                      
nn

vfvfvffU  ...
22110

.                            (2.124)  



 50 

Если в равенство (2.124) вместо поправок подставить их значения из 

уравнений коррелат (2.107), получим следующее выражение нашей функции 
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Группируя относительно коррелат, получим следующее выражение функции 
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Присоединив полученное выражение к системе нормальных уравнений 

коррелат и введя неопределенные множители ρ1, ρ2, ... , ρr , после соответству-

ющих преобразований определим обратный вес функции U 
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Из решения системы нормальных уравнений для неопределенных мно-

жителей  
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находим неопределенные множители ρ1, ρ2, ... , ρr и, подставив их значения в 

выражение (1.126), получим  
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Для контроля правильности вычисления обратного веса функции ис-

пользуется контрольная формула 
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3. ЛИНЕЙНО-УГЛОВЫЕ ПОСТРОЕНИЯ 

3.1. Способ прямой угловой засечки 

Способы нахождения координат отдельных точек измерением парамет-

ров, связывающих положение определяемых точек с исходными пунктами. 

Для определения планового положения точки необходимо измерить два эле-

мента. Засечки подразделяются на прямые(рис. 2, a, г), обратные (рис. 2, б, д) и 

комбинированные (рис. 2, в).  

По способы измерений засечки подразделяют на угловые (рис. 2 a, б, в), 

линейные (рис. 2, г), линейно-угловые (рис. 2, д). Использование линейно-

угловых построений, где имеются как угловые, так и линейные измерения, 

позволяют не только уменьшить количество станций, но и число избыточных 

измерений. Широкое использование современных геодезических электронных 

приборов позволило использовать способы линейно-угловых засечек при со-

здании планового геодезического обоснования. 

Способ прямой угловой засечки заключается в том, что для определения 

положения точки P от базовых направлений AB и BA измеряются углы β1 и  β2 

(рис. 3). Для решения данной задачи рассмотрим треугольник APB. В данном 

треугольнике исходными данными будут: координаты XA , YA ; XB , YB точек A и 

B. Решая обратную геодезическую задачу, по координатам точек A и B опре-

деляем дирекционный угол αАВ и длину b линии AB.  

Согласно теореме синусов 
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2121
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                                   (3.1) 

вычислим длины сторон S и  S1. Определив дирекционные углы αAP  и  αBP по 

формулам 
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решая прямую геодезическую задачу, найдем координаты точки P. 

                              .sin         ;cos
11 APAPAPAP

SYYSXX                   (3.3) 
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Рис. 2. Схемы засечек:  

а – прямая угловая; б – обратная угловая; в – комбинированная угловая; 

 г – линейная; д – линейно-угловая 

 

Рис. 3. Прямая угловая засечка 

Контроль получения координат определяемой точки P осуществляется c 

помощью решения треугольника BPC.  

Для вычисления координат XP  и YP можно использовать формулы Юнга 
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                             (3.4) 

Средняя квадратическая ошибка положения точки P  относительно ис-

ходных пунктов определяется согласно формуле 
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В случае отсутствия прямой видимости между исходными пунктами 

можно использовать формулы Гаусса (рис. 4). Определяют дирекционные уг-

лы примычных направлений на исходные пункты. После этого вычисляют ди-

рекционные углы для трех направлений на определяемую точку P . Координа-

ты точки P  вычисляют согласно формулам: 

                                       ;
)(

BPAP

ABBPBAPA

P
tgtg

YYtgXtgX
X








                           (3.7) 

                             ;)()(
BPBPBAPAPAP

tgXXYtgXXYY                (3.8) 

и 

                                       ;
)(

BPAP

ABBPBAPA

P
ctgctg

XXctgYctgY
Y








                       (3.9) 

                      .)()(
BPBPBAPAPAP

ctgYYXctgYYXX                (3.10) 

 

Рис. 4. Отсутствие прямой видимости на исходные пункты 

3.2. Способ линейной засечки 

Использование в геодезической практике светодальномеров и электрон-

ных тахеометров позволяет определять положение точки линейными засечка-
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ми (рис. 5). С этой целью измеряют расстояние от точки P  до ближайших ис-

ходных пунктов A  и B , расстояние между которыми известно или может 

быть определено по координатам этих пунктов [2]. 

 

Рис. 5. Схема линейной засечки 

Решая треугольник ABP , в котором известны три его стороны 1S , 2S  и 

3S , можно определить все три его угла; например, из формулы  
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следует, что 
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Сумма трех вычисленных углов должна равняться  180°, что служит 

контролем правильности их вычисления. Имея в треугольнике ABP  извест-

ные углы и стороны, можно, применяя формулы Юнга (3.4), вычислить коор-

динаты PX  и PY . В целях контроля вычисления координат точки P  линейную 

засечку выполняют построением не одного, а двух треугольников; при этом 

должен быть использован третий исходный пункт, до которого может быть 

измерено расстояние от точки P . Погрешность положения точки P  из одно-

кратной линейной засечки определяют по формуле 
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где 
S

mS  - относительная погрешность измерения  линий; 

            - угол засечки при определяемой точке. 

3.3. Способ обратной угловой засечки 

Обратной угловой засечкой является задача определения положения 

точки P путем измерения углов на ней. При определении точки обратной за-

сечкой с определяемой точки  должно быть измерено не менее четырех 

направлений на исходные пункты (рис. 6). 

Точность определения точки обратной засечкой в большой степени за-

висит от расположения определяемой точки P  относительно исходных пунк-

тов, поэтому нужно отбрасывать те комбинации, в которых определяемая точ-

ка лежит вблизи окружности, проходящей через исходные пункты. 

Для вычисления дирекционного угла исходного направления можно ис-

пользовать формулу Деламбера:  
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Рис. 6. Обратная угловая засечка 

 

Дирекционные углы направлений BP, CP, DP вычисляют согласно фор-

мулам: 
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.;;
31321312
   

Координаты определяемой точки P  по формулам Гаусса (3.7) - (3.8). 

 

Рис. 7. Схема определения координат точки P по трем  

исходным пунктам и двум измеренным углам  

Координаты определяемой точки P  по трем исходным пунктам A , B , 

C  и измеренным углам β1 и β2 вычисляют по формулам И. Ю. Пранис-

Праневича. Для контроля измеряют третий угол β3.  

Используемые формулы: 
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В дальнейшем используют среднее значение )(5,0 21 NNN  . 
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Средняя квадратическая ошибка определения положения точки P опре-

деляют по формулам: 

                         
2

3

2

1

21

2

)sin(1























BC

S

AB

SmS
M P



 ;                 (3.20) 

и 



 57 

                        

2

4

2

2

32

3

)sin(2























CD

S

BC

SmS
M P



 ,               (3.21) 

где   и   - углы между исходными сторонами; 

      1S , 2S , 3S , 4S  - расстояния между определяемой точкой и исходными пунк-

тами; 

     AB , BC , CD  - расстояния между исходными пунктами. 

 Общую погрешность положения точки P находят по формуле  
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Предположим, измеряется угол β на определяемой точке Р между 

направлениями на два пункта AB с известными координатами XA, YA и XB, YB. 

Проведем окружность через имеющиеся точки A, B и P.  В этом случае изме-

ренный угол β будет равен половине дуги, на которую он опирается. Следова-

тельно, угол при точке Ц, опирающийся на эту дугу, является центральным и 

будет равен 2β (рис. 8). Из решения обратной геодезической задачи определим 

расстояние b между пунктами A и B. Радиус R окружности находим из прямо-

угольного треугольника FЦB: 

                                                      .
2 Sin

b
R


                                           (3.23) 

 

Рис. 8. К вычислению R и                            Рис. 9. Обратная угловая засечка  

      координат точки Ц 
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Уравнение окружности имеет вид:  

                                                            ,)()( 222 RYYXX CC                                         (3.24) 

где XC , YС - координаты центра окружности. Их можно вычислить, решив ли-

бо прямую угловую, либо линейную засечку с пунктов A  и B  на точку Ц.   

Для однозначного определения координат искомой точки P недостаточ-

но уравнения (3.24). Поэтому воспользуемся нахождением координат точки P  

по двум измеренным углам β1 и β2 в точке P на три пункта A, B и C (рис. 9). 

Определим радиусы окружностей R1 и R2  

                                                                ;
2 1

1
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b
R         .
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b
R                         (3.25)        

Вычислим координаты центров окружностей. В дальнейшем координа-

ты точки P можно определить по формулам линейной засечки (3.4).  

3.4. Задача Ганзена 

Задача по определению координат двух точек С и D по двум исходным 

пунктам A и B возникает обычно при привязке полигонометрических ходов на 

застроенной территории, когда исходные пункты закреплены стенными знака-

ми. 

 Для решения задачи измеряют углы β, γ и δ (рис. 10). Выбор мест опре-

деляемых точек следует производить так, чтобы в треугольниках, образован-

ных наблюдаемыми направлениями и исходной стороной AB, не было слиш-

ком острых углов (менее 30°). Длина линии CD должна составлять не менее 

0,5AB. 

Один из многочисленных вариантов решения задачи предусматривает 

использование следующих рабочих формул: 

           )(
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Рис. 10. Схема задачи Ганзена 

Контроль:   . Расхождения в суммах не должны превышать 

0,1′. По измеренным углам вычисляют углы 

)(1800
1   ; 

 )(1800
2   . 

C учетом значений   и  , решают прямые геодезические засечки по 

формулам Юнга (3.4). Контролем правильности вычислений является решение 

по формулам Гаусса (3.7)-(3.8). 

 Точность определения положения точек C и D составит: 
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3.5. Линейно-угловой ход 

3.5.1. Вычисление координат пунктов линейно-углового хода 

Определяем количество пунктов хода с неизвестными координатами X и 

Y, которые необходимо найти. Общее число пунктов составит n, а число при-

нятых неизвестных - 2( n - 2 ). Общее количество измерений в разомкнутом 

ходе составит (2n - 1) согласно рисунку 11. Число избыточных измерений бу-

дет равна:   
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(2n - 1) - 2(n - 2) = 3. 

Каждое избыточное измерение дает одно условное уравнение. Следова-

тельно в разомкнутом линейно-угловом ходе выполняются следующие усло-

вия: дирекционных углов и условия абсцисс и ординат. 

Вычисление дирекционных углов сторон хода выполняется по следую-

щей формуле:   

                                                            nнк   180 ,                                       (3.29) 

а теоретическая сумма всех левых по ходу углов составит 

                                                           n
нктеор


180 .                                (3.30) 

Для правых углов хода:  

                                                            n
кнтеор


180 .                                                    (3.31) 

Разность между суммой измеренных углов и теоретической является уг-

ловой невязкой: 

                                                                   
теоризм

f   


.                                            (3.32) 

Полученное значение угловой невязки не должно превышать допусти-

мой величины, вычисленной по формуле  

                                                                    .2 nmf
доп

                                           (3.33) 

Целью уравнивания является нахождение поправок в измеренные значе-

ния углов в соответствие с возникшими условиями. Поправки  vβi в измерен-

ные углы в сумме должны равнять невязке с обратным знаком:  

                                                                                    .


fv
i

                                                                (3.34) 

Приближенный способ уравнивания заключается в введении поправок 

поровну во все измеренные углы, т.е.  

                                                           
n

f
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


 .                                              (3.35) 

Исправленные значения углов вычисляются по формуле: 

                                                                                   .


 v
измii

                                         (3.36) 
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По исправленным углам вычисляются дирекционные углы всех сторон 

хода. Контролем является получение значения исходного дирекционного ко-

нечной стороны. 

Координаты пунктов хода определим согласно формулам:  
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В результате получаем невязки по приращениям координат вследствие 

ошибок, возникающих при измерении сторон хода и приближенного уравни-

вания углов:  
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Абсолютная невязка вычисляет: 

                                                                              
22

yxs
fff  .                                          (3.39) 

Относительная невязка хода составит: 

                                                                                       ,
1
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f
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s                                                (3.40) 

где Р – периметр замкнутого хода или суммарная длина разомкнутого хода.  

Поправки в вычисленные значения превышений находят пропорцио-

нально длинам сторон  
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f
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По исправленным значениям приращений вычисляются координаты 

пунктов линейно-углового хода.                 

Отличием обработки замкнутого хода является определение теоретиче-

ских сумм углов и приращений координат. В замкнутом ходе при измерении 

правых углов по ходу теоретическая сумма углов вычисляется согласно:  
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                                              Σβтеор = 180°∙(n – 2)                            (3.42) 

и 

             ΣΔX = 0;        ΣΔY = 0.                     

3.5.2. Привязка линейно-угловых ходов 

Привязкой линейно-углового хода является включение в него одного 

или нескольких пунктов с известными координатами. На начальном и конеч-

ном пунктах хода измеряются примычные углы.  

В случае привязки к недоступному геодезическому пункту теодолит 

устанавливают произвольно (точка Р). При этом возникает задачу по перене-

сению координат с вершины знака на землю. Измеряются базисы b1 и b2, а 

также измеряют углы β1, β2, δ и β′1, β′2, δ′ (рис. 11). 

 

Рис. 11. Схема снесения координат с вершины знака на землю  

 Решая обратную геодезическую задачу, вычисляют расстояния S1 и S2 и 

дирекционные углы αAB и αAC. Затем находят расстояние AP из решения тре-

угольников AMP и ANP согласно формулам 

                             .
)sin(

sin
       ;

)sin(

sin

21

22

2

21

21

1
















b
dAP

b
dAP            (3.43) 

Если расхождение между полученными значениями не превышает допустимой 

величины, тогда вычисляют среднее значение 
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                                            (3.44) 
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Для нахождения примычных углов φ и φ′ вычислим значения углов ψ и ψ′ 
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                    (3.45) 

По полученным значениям примычных углов вычислим дирекционный 

угол αAP линии AP относительно направлений AB и BC. 

Вычисляем координаты точки P по формулам 

                             .sin       ;cos
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dYYdXX                  (3.46) 

Средняя квадратическая ошибка определения положения точки P вы-

числяется по формуле 
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где  mb – средняя квадратическая ошибка определения базиса; 

       mβ  – средняя квадратическая ошибка измерения угла. 

4. УРАВНИВАНИЕ ПОЛИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ХОДОВ И СЕТЕЙ 

4.1. Постановка задачи уравнивания 

Определим число избыточных измерений в полигонометрическом ходе 

(рис. 12), опирающемся на исходные пункты Тн и Тк и исходные дирекционные 

углы αн и αк: 

                                                                          ,knr                                                   (4.1) 

где п - число всех измерений;  

      k - число необходимых измерений (число неизвестных). 

 

Рис. 12. Разомкнутый и одиночный полигонометрический ход 
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В разомкнутом полигонометрическом ходе измеряют п сторон и п + 1 

углов. Тогда   

                                                  31212  nnr .                               (4.2) 

Способы уравнивания делятся на строгие, когда уравнивание произво-

дится согласно принципу наименьших квадратов, т.е. 

min][pvv , 

 и нестрогие или раздельные, когда поправки в измеренные углы и вычислен-

ные приращения координат водят раздельно, не смотря на их функциональную 

зависимость.  

4.2. Предварительный анализ результатов полевых измерений 

Камеральная обработка результатов измерений выполняется в два этапа: 

- предварительная обработка; 

- уравнительные вычисления. 

В горизонтальные проложения вводят поправки ∆sy для получения ли-

ний в проекции Гаусса  

                                                           s
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

2

2

2
,                                      (4.3) 

где ут - средняя ордината или среднее расстояние линии от осевого меридиана;  

          Rm -средний радиус шара, равный 6371,11 км; 

          s' - длина линии, приведенная к горизонту. 

Поправка за приведение к уровню моря вычисляется согласно формуле  

                                                                                   ,s
R

H
s

m

m

H
                                     (4.4) 

где Нт - средняя высота линии над уровнем моря. 

Значения ут и Нт определяют графическим способом по карте района 

работ. 

Поправку за кривизну Земли δ1,2 вычисляют согласно формуле 
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                                                                       .
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При обработке хода, вычисляя приращения координат, получают невяз-

ки fx и fy, а не продольную t и поперечную и невязки (рис. 12). Эти значения 

можно определить по невязкам fx и fy. 

Значения поперечной и продольной невязок вычисляем по формулам 
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Определим угол поворота осей  
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Величину замыкающей L найдем из выражения 
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Рис. 13. Схема к определению продольной и поперечной невязки t  и и 

 

Относительные величины продольной и поперечной невязок составят 
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Предварительно производится оценку точности результатов измерений, 

и которая позволяет проверить правильность выполненных угловых и линей-

ных измерений, а также соответствие точности произведенных работ. 

Оценка точности измерения углов может выполняться: 

- по отклонениям от арифметического среднего;  

- по разностям двойных измерений; 

- по значениям угловых невязок в полигонометрических ходах. 

Средняя квадратическая ошибка измерения угла  
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где v – отклонения от арифметической средины; 

       k – количество измерений измерения угла. 

Средняя квадратическая ошибка среднего значения угла из числа k из-

мерний составит 
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Средняя квадратическая ошибка измерения углов по невязкам в ходах х) 

вычисляется по формуле 
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Использование разностей двойных измерений позволяет определить в 

общем случае ошибку единицы веса μ, от которой можно перейти к оценке 

точности как результатов измерений, так и определяемых величин 

                                                         
 

         ,
2

1

n

pdd
                             (4.13) 

где di – разности двойных измерений. 

При наличии систематических ошибок в измерениях они исключаются 

из полученных результатов и тогда пользуются следующей формулой для 

нахождения ошибки единицы веса  
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где d′ - разности двойных измерений, в которых отсутствует систематическая 

составляющая d0  
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где n – число разностей. 

4.3. Строгое уравнивание полигонометрического хода 

параметрическим способом 

Согласно параметрическому способу уравнивания определяются необ-

ходимые независимые неизвестные. В полигонометрических ходах такими не-

известными являются координаты определяемых пунктов 
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где xi , yi -  уравненные значения координат;  

      х0 , y0 -  приближенные значения координат;  

     δxi , δуi -  искомые поправки. 

Поскольку в полигонометрическом ходе измеряются углы поворота и 

линии, то и параметрические уравнения поправок составляются для двух 

групп: 

- для всех измеренных углов; 

- для всех измеренных линий. 

Угол β на любом пункте А (рис. 14) может быть представлен в виде раз-

ности дирекционных углов его сторон 
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Используя дифференциальную формулу дирекционного угла 
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можно получить из уравнения (4.18) уравнение поправок для угла 
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где lβk - свободный член, равный 

                                                    lβk = (α0,AP - α0,AB) - β′A ,                                 (4. 20) 

       а0 - приближенные дирекционные углы направлений; 

       β′A - измеренное значение угла. 

 

Рис. 14. Схема измерения угла β на пункте A 

Величины а и b определяются согласно формулам 
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Уравнение связи для линии sAB (рис. 14) имеет вид 
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От уравнения (4.22) согласно правилу метода наименьших квадратов пе-

реходят к уравнению поправок для длины линии 
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где s'ik - измеренное значение линии.  
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Общее число уравнений поправок вида (4.19) и (4.23) должно соответ-

ствовать числу всех измеренных углов и линий в ходе. 

Решая систему уравнений поправок (4.19) и (4.23) с использованием 

условия (2.1), получаем систему нормальных уравнений: 
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Уравненные значения координат находим согласно формулам 

x = x0 + δx;        y = y0 + δy, 

 а значения дирекционных углов по формуле  
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v ,                                               (4.26) 

где поправки vi получим согласно равенствам (4.19).  

Зная координаты пункта Р (х, у), найдём  

                                                     .
x

y

xx

yy
tg

i

i

i








                                       (4.27) 

Контрольные значение углов αi должны совпадать с углами, вычислен-

ными по формуле (4.26).  

Оценка точности измерений состоит в подсчёте средней квадратической 

ошибки угла 

                                                          
 

kn

vv
m




 .                                         (4.28)                                   

Оценка точности уравненных значений координат осуществляется по 

формулам 

                                                 .        ;
y

y

x

x

p

m
m

p

m
m


                              (4.29) 

Веса pi результатов измерений выражают в зависимости от вида полиго-

нометрии.  
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4.4. Строгое уравнивание полигонометрического хода 

коррелатным способом 

 

Матричная форма записи уравнений поправок в коррелатном способе 

уравнивания имеет следующий вид 

                                                                                     ,011  rnrn WVA                                  (4.30) 

здесь Arn - матрица коэффициентов уравнений поправок;  

          Vn1 - вектор поправок размером;  

        Wr1 - вектор невязок;  

            n - число измерений;  

            k - число определяемых неизвестных;  

            r - число избыточных измерений, равное количеству условий .  

Условие минимума можно представить в виде  

                                                   .min
11


nnn

Т

n
VPV                                (4.31) 

Получим систему нормальных уравнений коррелат   

                    ,011  rrrr WKN                            (4.32) 

здесь Nrr - матрица коэффициентов нормальных уравнений:  

                                                                        
Т

rnnnrnrr
AAN                                 (4.33) 

          Πnn - матрица обратных весов;  

           Kr1 - вектор коррелат.  

Получим коррелатное уравнение поправок 

                                                     
rn

T

rnnnn
KAV 

1
.                            (4.34) 

Условие дирекционных углов имеет вид 

                                                                   0


fv ,                                    (4.35) 

где fβ - угловая невязка хода; 

      vβ - поправки в измеренные значения углов.  

Следующее условие выразится уравнениями координат: 

                                                                
 
  .0
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XX
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fv
                                    (4.36) 
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Здесь fX и fY – невязки по приращениям координат, определяемые согласно ра-

венствам 

                                                   
 

 .
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                        (4.37)                                                                                         

Поправки в приращения координат определятся следующим образом:  

                                                                    

.
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
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
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                          (4.38) 

Согласно (4.38) получим уравнения координат: 
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                     (4.39) 

Представив равенства (4.39) относительно измеренных углов, получим  
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                    (4.40) 

Тогда нормальные уравнения коррелат будут иметь вид: 
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Здесь q соответствует обратному весу измеренных величин  

p
q

1
 . 

Представим нормальные уравнения коррелат в следующем виде 
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После нахождения коррелаты k1, k2 , k3 вычисляют поправки в измерен-

ные значения   

                                      ;)(
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                                                         .
32

kSinkCosqv
iiSS ii
                                              (4.43)      

Поправки в дирекционные углы получают согласно поправкам в изме-

ренные углы vβ. 

          Исправленные значения приращений координат определяются по окон-

чательным значениям длин линий и дирекционным углам сторон хода. Заклю-

чительный контроль выполняют по исходным координатам  

                                                  ;
урначкон

XXX                 .
урначкон

YYY               (4.44) 

4.5. Оценка точности уравненных элементов 

в коррелатном способе уравнивания 

 Для оценки точности в коррелатном способе уравнивания составляется 

функция U по уравненным значениям измеренных величин Xi 

                                                   
n

XXXfU ,...,,
21

 .                                       (4.45) 

 Средняя квадратическая ошибка функции вычисляется согласно форму-

ле 

                                                            
U

U
P

m
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 ,                                            (4.46) 
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где μ - ошибка  единицы веса; 

      РU  - вес функции уравненных величин. 

Ошибка единицы веса при неравноточных измерениях в свою очередь 

определяется по формуле 

                                                            
 

r

pvv
 ,                                            (4.47) 

а обратный вес функции находится из выражения 

                       
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          (4.48) 

где а, b, … , g - коэффициенты при поправках в условных уравнениях; 

          f - коэффициенты в оцениваемой функции, приведенной к линейному 

виду. 

          В общем случае любую функцию уравненных значений углов и линий 

полигонометрического хода можно представить в виде 
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где f0 - значение функции, вычисленное по измеренным значениям углов и ли-

ний;  

      f′ и f" - коэффициенты соответственно при угловых и линейных поправках 
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                         (4.50) 

где s0, β0, α0, x0, y0 - значения функций, полученные по измеренным значениям 

углов и линий. 

      Для полигонометрического хода ошибка единицы веса μ будет иметь вид 
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Обратный вес будет определяться выражением 
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     (4.52) 

Вычисление обратного веса функции можно выполнять совместно с ре-

шением нормальных уравнений коррелат способом последовательного исклю-

чения неизвестных в дополнительных столбцах. 

4.6. Применение двухгруппового способа при уравнивании 

полигонометрического хода 

При уравнивании полигонометрического хода можно воспользоваться 

двухгрупповым способом, который является разновидностью коррелатного 

способа. Через точку с координатами х0 и у0 проведем новою систему коорди-

нат, оси которой смещены существующей и ей параллельны. Координаты х0 и 

у0 вычисляются по формулам 
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Точка, имеющая координаты х0 и у0, является центром тяжести полиго-

нометрического хода (рис. 15). Координаты любого i-го пункта полигономет-

рического хода относительно центра тяжести имеют новые координаты ξi, ηi, 

получившие название центральных. Между центральными координатами и 

координатами х и у, основной системы имеется следующая функциональная 

зависимость 
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Поскольку оси систем параллельны друг относительно друга, следова-

тельно, имеем 
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Рис. 15. Связь центральных координат с координатами х и у 

Система условных уравнений выразится следующими равенствами: 
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                 (4.56) 

Условные уравнения (4.56) разделим на две группы: в первую отнесем 

угловое условное уравнение, а во вторую – условные уравнения поправок абс-

цисс и ординат. Решив уравнение первой группы, определяем первичные по-

правки v'β  в измеренные углы. 

Условному уравнению соответствует нормальное уравнение коррелат 

вида 
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Или с учетом значений коэффициентов 
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откуда 
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Уравнение поправок согласно (4.57) имеет вид: 

                                                                
1

kaq
ii 
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С учетом равенств (4.58) и (4.59) получим значение первичной поправки 
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Решая совместно уравнения (4.56), со свободными членами, исправлен-

ными первичными поправками v'β. Следовательно, 
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но согласно формуле (4.61) 
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тогда уравнение (4.62) будет иметь вид 
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Подставим значение v'β, найденное согласно формуле (4.61), в уравнения 

поправок абсцисс и ординат (4.56) 
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Представим уравнения (4.65) в следующем виде: 
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 С учетом (4.62) и (4.63) уравнения (4.66) будут иметь вид 
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В равенствах (4.67) 
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Следовательно, условные уравнения примут вид: 
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Систему, состоящую из преобразованных уравнений (4.63) и (4.68),  ре-

шим под условием 
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 Составим систему нормальных уравнений коррелат: 
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Значение k1 = 0 при решении первого уравнения системы (4.70). Сов-

местное решение второго и третьего уравнений позволяет определить значе-

ния k2 и k3. Обозначим коэффициенты преобразованных уравнений буквами A, 

В и С: 
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Следовательно, система преобразованных нормальных уравнений кор-

релат примет вид 
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Из решения уравнений системы (4.72) получим значения второго и тре-

тьего неизвестных k2 и k3 
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где  N = AС – B2. 

По найденным значениям неизвестных k2 и k3 вычислим вторичные по-

правки в углы v"β и поправки в линии vs 
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С помощью вторичных поправок v"β  определяют поправки в дирекцион-

ные углы получим по формуле 
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Окончательные значения определяемых величин вычисляют путем вве-

дения поправок v"β , va и vs в соответствующие значения. Уравненные значения 

позволяют вычислить уравненные значения приращений координат, с помо-

щью которых получим уравненные координаты.  

Оценку точности в двухгрупповом способе уравнивания производят с 

помощью ошибки единицы веса μ  
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Оценка точности уравненных значений в полигонометрическом ходе 

производится при помощи функции вида (4.51). 

Обратный вес функции находится по формуле (4.52). Для двухгруппово-

го способа уравнивания согласно схеме решения Гаусса 
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Средняя квадратическая ошибка уравненных величин в полигонометри-

ческом ходе вычисляют согласно формуле (4.47). 

4.7. Уравнивание полигонометрического хода любой формы 

  В том случае, если в полигонометрическом ходе измеряются дирекци-

онные углы линий, то условные уравнения поправок будут представлены в ви-

де 
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где vα - поправка в измеренный дирекционный угол. 

Решение уравнений (4.78) под условием 
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приводит к нормальным уравнениям коррелат 
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Установим веса измеренных величин 
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Поскольку угловые измерения в полигонометрическом ходе равноточны 

между собой, то и дирекционные углы определяются с одинаковой точностью, 

т.е. с одной и той же средней квадратической ошибкой та . Таким образом, 

определяя в формулах (4.79) значение ошибки единицы веса μ , можно вычис-

лить значения весов для различных видов полигонометрии. 

Поправки в измеренные дирекционные углы и линии определяются со-

гласно формулам 
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4.8. Уравнивание полигонометрических ходов раздельным способом 

Раздельное уравнивание предполагает последовательное решение 

условных уравнений поправок вида 
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Решая условное уравнение поправок(4.81) согласно принципу наимень-

ших квадратов, приходим к нормальному уравнению коррелат 

                                                         (n + 1)∙ k1 + fβ = 0, 

откуда определим коррелату k1 
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Поправки vβ будут равными для всех углов: 
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Из решения условных уравнений поправок координат (4.83), принимая 

вес поправок приращений координат  
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получим нормальные уравнения коррелат 
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решение которых определяет коррелаты 
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По вычисленным коррелатам k2 и k3 находим поправки vx  и vy: 
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Раздельном уравнивании полигонометрического хода допускается 

нарушение строгого уравнивания: 

- произвольное установление весов в приращениях координат; 

- определяются поправки не в измеренные величины, а в функции от 

них. 

Рассмотрим влияние раздельного уравнивания полигонометрических 

ходов любой формы на измеренные величины. 

Определим координаты точек полигонометрического хода (рис. 16), ес-

ли известно исходное положение пункта ТА и исходного дирекционного 

направления αA. Предположим, что положение точек, соответствующих вы-

численным координатам, окажется в точках 1', 2', ТB′. Таким образом конечный 

пункт ТB' не совпадает с конечным пунктом ТB.  

Величина линейной невязки хода fs  получается согласно формуле 

,22

yxs
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а дирекционный угол смещения пункта ТB определяется  по формуле 
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Рис. 16. Схема к определению координат конечной точки хода 
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Координаты точек полигонометрического хода вычисляются по форму-

лам 
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Отклонения координат точек хода по координатам составят:  
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Абсолютное  отклонение пункта согласно (4.89) вычислится  
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Определение дирекционный угол направления отклонения точки  
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Раздельное уравнивание позволяет точкам полигонометрического хода 

смещаться параллельно направлению линейной невязки, на величину, пропор-

циональную удалению данной точек  от начального пункта ТА .  

 

Рис. 17. Схема к распределению поправок в приращениях координат 
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При раздельном уравнивании вытянутого полигонометрического хода 

(риc. 17) поправки вводят в примычные углы. Дирекционные углы хода ис-

правляются согласно 
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где и - поперечная невязка хода; 

     [s] - длина хода.  

Поправки в длины линий хода вычисляются согласно 
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4.9. Коррелатный способ уравнивания полигонометрической сети 

Для начала определяют число условий, возникающих в сети.  

                                                      r = (N + T - 1)∙3 + Q.                    (4.94) 

где  N  - число замкнутых полигонов; 

        Т  - число твердых исходных пунктов; 

        Q - число твердых дирекционных углов на узловых точках. 

      Для сети (рис. 18) число независимых полигонов - 2 , общее число условий 

- 7, число дирекционных углов - 3 и координат - 4. Следовательно, количество 

условных уравнений будет: 
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Как в любой плановой сети, кроме указанных условий, могут возникать 

и дополнительные условия - горизонта и угла. На пункте составляется услов-

ное уравнение горизонта вида 

                                              ,0
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w
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где k - число измеренных на пункте углов. 

       wr  - угловая невязка по формуле 
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Рис. 18. Сеть полигонометрии 

В случае привязки полигонометрического хода к двум исходным пунк-

там (рис. 19), составляют условные уравнения поправок угла вида 
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здесь 
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где βприм и β′прим – примычные углы на исходных пунктах Т и Т′; 

           αT, α′Т  - дирекционные углы. 
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Рис. 19. Сеть полигонометрии с двумя исходными пунктами 

 

От условных уравнений поправок переходят к нормальным уравнениям 

коррелат, предварительно установив веса в соответствии с формулами для ве-

сов. 

Из решения нормальных уравнений вычисляют поправки по формулам 
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В дальнейшем уравнивания сети выполняется в соответствии с уравни-

ванием полигонометрического хода. Аналогичным образом выполняется и 

оценка точности. 

4.10. Уравнивание полигонометрической сети двухгрупповым способом 

Первую группу составит система из трех условных уравнения поправок 

дирекционных углов. Вторую – четыре условных уравнения поправок коорди-

нат.  

Первичные поправки в углы распределяются согласно вычисленным не-

вязкам поровну на все углы ходов.  

Для каждого хода определяется центр тяжести и вычисляются централь-

ные координаты. Составляют условные уравнения поправок: 
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            (4.101) 

где fx и fy - невязки в приращения координат. 

Из решение уравнений первой группы вычисляются коррелаты k1 = 0,      

k2 = 0 и k3 = 0. В дальнейшем для условных уравнений поправок координат со-

ставляют нормальные уравнения, решение которых позволяет вычислить вто-

ричные поправки. Уравнивания и оценку точности производят так же, как для 

одиночного хода. 

4.11. Раздельное уравнивание полигонометрической сети 

Раздельное уравнивание сети предполагает сначала углы, а затем со-

гласно уравненным углам и измеренным длинам линий находят приращения 

координат. 

Уравнивание углов начинают с узлового направление. Для сети           

(рис. 20, а) за узловое направление можно принять линию, выходящую из точ-

ки N:  NK, NO или NM. 

Дирекционный угол αNN'  вычисляется от каждого исходного дирекцион-

ного угла. 

Поскольку число измеренных углов n′ может быть различным необхо-

димо установить веса 

                                                                                     .
in

C
p


                                                (4.102) 

Окончательное значение дирекционного угла, полученное по трем хо-

дам, находят по формуле 
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                    а) 

б)  

                 

Рис. 20. Сеть полигонометрии с одним узловым пунктом 

Если за узловое направление принять линию NM , то на пункте N долж-

ны быть измерены примычные углы согласно рис. 20, б. 

После выполнения уравнительных вычислений по углам в ходах опреде-

ляют дирекционные углы, а затем, вычислив приращения координат по каж-

дому ходу, уравнивают отдельно абсциссы и ординаты. 

Координаты  узлового пункта получаются по каждому из ходов согласно 

формула м      

                                        






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;
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iисхN

yyy

xxx

i

i

                                     (4.104) 

      Учитывая разную длину хода и число его сторон, следует ввести веса ко-

ординат. 
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где ΣSi - длина i-го хода. 

      Определение весов координат выполняется  по средним квадратическим 

ошибкам согласно формулам 

22
;
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i

i

i

y

y

x

x
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C
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m

C
p                                          (4.106) 

Уравненные координаты определяют по формуле общей арифметиче-

ской средины: 

.

;
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Оценка точности уравненных значений положения узловой точки произ-

водится через ошибку единицы по формулам 
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где Р - вес уравненного элемента, соответственно равный 
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Ошибка единицы веса вычисляется по формуле 

 
,

1

2




n

p
                                                   (4.110) 

где р - веса дирекционных направлений или координат;  

        v - отклонения вычисленных направлений или координат от общей ариф-

метической средины; 

      п - число ходов. 
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